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Repaso

La ultima vez que nos vimos, vimos que. ..

o KAIlt; es NP-completa (usando funciones de seleccién).
@ Ko tiene la propiedad de modelos polinimiales:

@ El problema de K-satisfacibilidad esta en PSPACE:
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Repaso

La ultima vez que nos vimos, vimos que. ..

o KAIlt; es NP-completa (usando funciones de seleccién).
@ Ko tiene la propiedad de modelos polinimiales:
e Dimos una familia de férmulas satisfacibles ¢
Para cada k, x| € O(K?)
e ¢y fuerza que sus modelos sean drboles binarios completos
o Luego, todo modelo de ¢ tiene al menos 2% nodos

@ El problema de K-satisfacibilidad esta en PSPACE:

e Podemos adivinar de a una rama del modelo por vez.

Esto lo mostramos usando Hintikka sets.

La profundidad de una rama puede ser lineal en la férmula.
Obtuvimos un algoritmo no-det. de espacio polinomial.

Y sabfamos que PSPACE = NPSPACE.




Loégicas robustas

Muchas variantes de K también estan en PSPACE
@ K+ nominalesy @

@ K+ counting modalities (r)>, ¢

K + funciones parciales

@ K + operadores de pasado (r) "1
@ S4 (r es una relacién transitiva)
°
°

ipero cuidado con las combinaciones!




Loégicas robustas

Muchas variantes de K también estan en PSPACE
@ K+ nominalesy @
@ K + counting modalities (r)>, ¢
@ K + funciones parciales
@ K + operadores de pasado (r) "1
@ S4 (r es una relacién transitiva)
°
°

ipero cuidado con las combinaciones!

Los operadores “globales” nos suelen mover a EXPTIME
e K + la modalidad universal A

@ K + el operador de clausura transitiva (r)*¢




¢Coémo probar si K es PSPACE-completa?

@ Necesitamos probar que K es PSPACE-hard.

@ Alcanza con poder reducir polinomialmente un problema
PSPACE-completo.

@ Usaremos el problema canénico: validez para QBF.




Quantified Boolean Formulas (QBF)

Sintéaxis
epu=plpleVelpAp|Ipe|Vpe
@ Sentencia: fébrmula sin variables libres

@ Forma prenexa: Qip1 ... Qupnf(p1, ... ,pn), 0 proposicional.




Quantified Boolean Formulas (QBF)

Sintéaxis

epu=plpleVelpAp|Ipe|Vpe
@ Sentencia: fébrmula sin variables libres

@ Forma prenexa: Qip1 ... Qupnf(p1, ... ,pn), 0 proposicional.
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Semantica

vEp
vEp
vEpVY
vEQAY
v = Tpe
v = Vpo

teoeoe

o(p) =1

o(p) =0

viEpbvEY
vEpyvEY
vp—=1Eebvp—0 g
op= 1l Eeyop—0 Eyp




Validez de formulas de QBF

Teorema

Decidir la validez de una férmula de QBF es un problema
PSPACE-completo.




Validez de formulas de QBF

Teorema

Decidir la validez de una férmula de QBF es un problema
PSPACE-completo.

Ejercicio
Mostrar que model-checking de l6gica de primer orden es
PSPACE-hard.
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Idea

Validez de QBF equivale encontrar un arbol...
Para Vpo3p1(po < —p1)
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Satisfacibilidad de K es PSPACE-completa

Idea

Validez de QBF equivale encontrar un érbol..

Para Vpo3p1(po <> —p1)

tenemos el 4rbol / \

1 0/p0 °

Po <+ —P1 17p, o

4

iY vimos coémo forzar arboles binarios con una férmula modal! ]




Satisfacibilidad de K es PSPACE-completa

Repasemos nuestros ladrillos

@ B; fuerza dos sucesores, uno para cada valor de p;:
B; == Opiy1 A O—pina
@ S; propaga los valores de p; y —p; al siguiente nivel:
Si == (pi = Bpi) A (-pi = Bpi)

@ L;; asegura que un nodo esté en el nivel i y s6lo en ese:

Ly = /\—\l] AL
je{0...k3\{i}




Satisfacibilidad de K es PSPACE-completa

La reduccion de QBF-validez a K-satisfacibilidad

Dada ¢ = Qip1 ... Quprd(p1 - - - pr), f (@) es la conjuncién de:
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Satisfacibilidad de K es PSPACE-completa

La reduccion de QBF-validez a K-satisfacibilidad

Dada ¢ = Qip1 ... Quprd(p1 - - - pr), f (@) es la conjuncién de:

Lo A OLg A DL A DLy A A O Lgq A OFLg
OT A OOT A DT A D3T A A OoT
05, A |:|251 A DSSl A A \:\k7151
DZSZ A D3Sz A A Dk_lSZ
A 338 A A OF1ss
A OF1s

Ng—v O'Bi A L7

@ Notar que f(y) es computable en tiempo polinomial
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Satisfacibilidad de K es PSPACE-completa

Teorema
¢ es valida en QBF sii f () es K-satisfacible.

Corolario
Satisfacibilidad de K es PSPACE-completa.

Se puede mostrar un resultado méas general
“Toda l6gica entre Ky S4 es PSPACE-completa”.




K+ A, agregamos la modalidad universal.

Semantica
o M,w = Ay sii M, v |= ¢ para todo v
o M,w = Epsii M,v |= ¢ para algtn v




K+ A, agregamos la modalidad universal.

Semaéntica
o M,w = Ay sii M, v |= ¢ para todo v
o M,w = Epsii M,v |= ¢ para algtn v

@ E es un “diamante” y A es un “box”.

@ Se pueden pensar como modalidades sobre una relacién
total.




Aspectos computacionales de K + A

Model checking
L
IL.
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Aspectos computacionales de K + A

Model checking

I. Es decidible
II1.
II1.
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Aspectos computacionales de K+ A

Model checking
I. Es decidible
1. Esta en PTIME (e.g., usando programacién dindmica)

111.  Es facil de implementar de manera eficiente

(Por qué es menos complejo en K + A que en primer orden? J




Aspectos computacionales de K + A

Satisfacibilidad
I
II.
11




Aspectos computacionales de K + A

Satisfacibilidad
I. Es decidible (reducciéon a FO2)
IL.

I11.




Aspectos computacionales de K+ A

Satisfacibilidad
I. Es decidible (reducciéon a FO2)
1II. ;Podemos ver que estd en PSPACE como hicimos con K?
I1I.




Modelos “exponencialmente profundos” en K 4 A

Intuicién

Vamos a ver que...

@ Para cada n > 0 existe una férmula x, tal que:

o K, es satisfacible
e Todo modelo para &, tiene una rama con al menos 2" nodos




Modelos “exponencialmente profundos” en K 4 A

Intuicién

Vamos a ver que...

@ Para cada n > 0 existe una férmula x, tal que:

o K, es satisfacible
e Todo modelo para &, tiene una rama con al menos 2" nodos

o’

De donde se concluye que. ..

@ No podemos repetir la prueba de PSPACE para K

@ (donde adivindbamos de a una rama del modelo por vez)




Modelos “exponencialmente profundos” en K 4 A
Sumando en base 2
Idea para construir «,
@ Usamos n proposiciones qo, . . . , n—1.
@ Cada asignacion codifica un ndmero entre 0 y 2" — 1

@ Queremos que un nodo a nivel i tenga una asignacién que
codifique i
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Sumando en base 2
Idea para construir «,
@ Usamos n proposiciones g, . . . , §n—1.
@ Cada asignacion codifica un ntiimero entre 0 y 2" — 1

@ Queremos que un nodo a nivel i tenga una asignacién que
codifique i

(Coémo se suma 1 en binario?

@ El caso facil (el digito menos significativo es 0):

10011010
+—1
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Modelos “exponencialmente profundos” en K 4 A

Sumando en base 2
Idea para construir «,
@ Usamos n proposiciones qo, . . ., §;—1-
@ Cada asignacion codifica un ntiimero entre 0 y 2" — 1

@ Queremos que un nodo a nivel i tenga una asignacién que
codifique i

(Coémo se suma 1 en binario?

@ El caso facil (el digito menos significativo es 0):

10011010
o+ 1
10011011

@ El caso general:
10011011
£ 1




Modelos “exponencialmente profundos” en K 4 A

Sumando en base 2
Idea para construir «,
@ Usamos n proposiciones qo, . . ., §;—1-
@ Cada asignacion codifica un ntiimero entre 0 y 2" — 1

@ Queremos que un nodo a nivel i tenga una asignacién que
codifique i

(Coémo se suma 1 en binario?

@ El caso facil (el digito menos significativo es 0):

10011010
o+ 1
10011011

@ El caso general:
10011011
+ 1
10011100




Modelos “exponencialmente profundos” en K 4 A

Ladrillos para armar &y

ING;
@ Fuerza el valor del siguiente nivel (sumando 1),

@ pero solo si el valor del actual tiene el primer 0 en el bit i




Modelos “exponencialmente profundos” en K 4 A

Ladrillos para armar &y

ING;
@ Fuerza el valor del siguiente nivel (sumando 1),

@ pero solo si el valor del actual tiene el primer 0 en el bit i

v

@ Caso facil

INCy := —qo — (@40 A /\ (47 = Ogj) A (~g; = O—q)))
>0




Modelos “exponencialmente profundos” en K 4 A

Ladrillos para armar &y

ING;
@ Fuerza el valor del siguiente nivel (sumando 1),

@ pero sélo si el valor del actual tiene el primer 0 en el bit i

o

@ Caso facil

INCy := —qo — (@40 A /\ (47 = Ogj) A (~g; = O—q)))
>0

@ Caso general

i O (i1 A /\;:O ) A
INCiy1 = (git1 A /\ 4G = | Nsipi( @ —=0Bq) A
j=0 Nisiz1(—9r = O-aqp)

’




Modelos “exponencialmente profundos” en K + A

Finalmente, x,

Definimos k,, como

(Tn—1 A=+ A o) A




Modelos “exponencialmente profundos” en K+ A

Finalmente, x,

Definimos k,, como

n—1
(<Gn-1 A+ A =qo) AA( N\ INC)) AACT
i=0




Modelos “exponencialmente profundos” en K 4 A

Finalmente, &,

Definimos k,, como

n—1
(<Gn-1 A+ A=qo) AA(J\ INC) AAOT
i=0

@ ky tiene tamafio O(n?) pero todo modelo que la satisfaga
tiene un camino sin repeticiones de longitud 2".

@ La misma técnica se puede usar sobre otras modalidades
“globales” (e.g., operador de clausura transitiva)




Satisfacibilidad de K + A estd en EXPTIME

Idea

@ Sabemos que si ¢ es satisfacible, tiene modelo exponencial.
@ Veremos que, ademas:

e hay una cantidad exponencial de modelos a considerar, y
e cada uno de estos modelos es exponencial
e y se puede construir en una cantidad de pasos exponencial.

@ Esto nos da un algoritmo deterministico que corre en
tiempo exponencial.

@ La técnica se llama “eliminacion de Hintikka sets”.




Satisfacibilidad de K + A estda en EXPTIME

Hintikka sets — repaso

Clausura de un conjunto de férmulas X (C1(X))

Cl(X) ={¢ | pocurreen X} U {® | p ocurre en X}

Intuicién
Cl(X) es el conjunto de “férmulas relevantes” de 3.




Satisfacibilidad de K + A estd en EXPTIME

Hintikka sets — repaso

Clausura de un conjunto de férmulas X (C1(X))

Cl(X) ={¢ | pocurreen X} U {® | p ocurre en X}

Intuicién
Cl(X) es el conjunto de “férmulas relevantes” de 3.

Hintikka sets

Decimos que H C CI(X) es un Hintikka set para ¥ si cumple:
L peCl(¥)=>pecHsiipg¢gH
. pAY e Cl(E) =>pAYpeHsiipe Hyy € H

1. Ep € CI(X) = ¢ € Himplica Ep € H




Satisfacibilidad de K 4 A estda en EXPTIME

Notacién
o 0(C) ={¢|DpeC}
o A(C) ={p|ApeC}
e Hin(X) = {H | H es un Hinitkka set para ¥}
@ Hinc(X) ={H | H € Hin(X) y A(H) = C}




Satisfacibilidad de K + A estd en EXPTIME

Notacién
o 0(C)={¢|DpeC}
o A(C)={¢|ApeC}
e Hin(X) = {H | H es un Hinitkka set para X}
e Hinc(X) ={H | H € Hin(X) y A(H) = C}

Idea
@ Para cada C C A(CI(Y)), intentamos armar un modelo M.

@ Si M esté definido, entonces M = Ap Vp € C.
o Laidea es ver que:

¥ es satisfacible sii 3C C A(Cl(X)) tal que Mc,w = X

4




Satisfacibilidad de K + A estda en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets

Caso base: M.
Dado Xy C C A(CL(X)), definimos M2 = (W2, R2, V2) donde:
(*] Wg = Hinc(Z)
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Eliminacién de Hintikka sets

Caso base: M.

Dado Xy C C A(CL(X)), definimos M2 = (W2, R2, V2) donde:
o W2 = Hinc(X)
e (H,H') e RYsiiV p € H', Op € CI(X) implica Oy € H.




Satisfacibilidad de K + A estd en EXPTIME
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e (H,H') e RYsiiV p € H', Op € CI(X) implica Oy € H.
o Ve(p)={He W |p€H}
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Satisfacibilidad de K + A estd en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets

Caso base: M.

Dado Xy C C A(CL(X)), definimos M2 = (W2, R2, V2) donde:
o W = Hinc(%)
o (H,H') e RLsiiV p € H', Oy € CI(X) implica Oy € H.
o Ve(p)={HeWg|p€H}

Paso de eliminacion: M

@ Supongamos que M esta definido (i.e., W{t # 0).
@ Decimos que H es satisfecho en 7 si, para todo ¢:
1. Oy € Himplica 3H' € Wi talque ¢ € H' y (H,H’) € R.




Satisfacibilidad de K + A estd en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets

Caso base: M.

Dado Xy C C A(CL(X)), definimos M2 = (W2, R2, V2) donde:
o W = Hinc(%)
o (H,H') e RLsiiV p € H', Oy € CI(X) implica Oy € H.
o Ve(p)={HeWg|p€H}

Paso de eliminacion: M

@ Supongamos que M esta definido (i.e., W{t # 0).

@ Decimos que H es satisfecho en 7 si, para todo ¢:
1. Oy € Himplica 3H' € Wi talque ¢ € H' y (H,H’) € R.
1. Ep € Himplica 3H' € W tal que ¢ € H'.




Satisfacibilidad de K + A estd en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets

Caso base: M.

Dado X y C C A(CL(Y)), definimos M2 = (W2, R%, V2) donde:
o W2 = Hinc(X)
o (H,H') e RLsiiV p € H', Oy € CI(X) implica Oy € H.
o Ve(p)={HeWg|p€H}

Paso de eliminacion: M

@ Supongamos que M esta definido (i.e., W{t # 0).

@ Decimos que H es satisfecho en 7 si, para todo ¢:
1. Oy € Himplica 3H' € Wi talque ¢ € H' y (H,H’) € R.
1. Ep € Himplica 3H' € W tal que ¢ € H'.

° M’C“Ll: restriccion de M{: alos H € W satisfechos en n.




Satisfacibilidad de K + A estda en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets — M¢

e Como Hinc(Y) es finito y W1 C W", el proceso converge.




Satisfacibilidad de K + A estda en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets — M¢

e Como Hinc(Y) es finito y W1 C W", el proceso converge.

@ Pero notar que W"*! podria estar vacio.




Satisfacibilidad de K + A estd en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets — M¢

e Como Hinc(X) es finito y Wrtl C W el proceso converge.
@ Pero notar que W"*! podria estar vacio.
@ M es la estructura tal que M"*! = M" (cuando W" # ().




Satisfacibilidad de K + A estd en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets — M¢

@ Como Hing(X) es finito y Wrtl C W el proceso converge.
@ Pero notar que W"*! podria estar vacio.
@ Mc es la estructura tal que M" ! = M" (cuando W" # ().

@ |Hinc(X)| es exponencial en ||, luego podemos obtener
Mc en O(2*) pasos.




Satisfacibilidad de K + A estda en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets — algunos lemas

Lema
Si M esté definido (con C C A(Cl(X))), entonces V H € We:
L VOxeCl(X),OxeHsiidH eW,xeH y(H,H) € Re.




Satisfacibilidad de K + A estd en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets — algunos lemas

Lema

Si M esté definido (con C C A(Cl(X))), entonces V H € We:
LV Oy eClE), Ox € HsiiIH € W, x € H'y (H,H') € Re.
1. VEx e CI(X),Ex e HsiidH' € W, x € H.




Satisfacibilidad de K + A estd en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets — algunos lemas

Lema

Si M esté definido (con C C A(Cl(X))), entonces V H € We:
LV Oy eClE), Ox € HsiiIH € W, x € H'y (H,H') € Re.
1. VEx e CI(X),Ex e HsiidH' € W, x € H.

Demostracion
=) Sino valiera, H habria sido eliminado.




Satisfacibilidad de K + A estd en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets — algunos lemas

Lema

Si M esté definido (con C C A(Cl(X))), entonces V H € We:
LV Oy eClE), Ox € HsiiIH € W, x € H'y (H,H') € Re.
1. VEx e CI(X),Ex e HsiidH' € W, x € H.

Demostracion
=) Sino valiera, H habria sido eliminado.

<) L. Mc es un refinamiento de My = (H,H’) € R2 = Oy € H.




Satisfacibilidad de K + A estd en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets — algunos lemas

Lema

Si M esté definido (con C C A(Cl(X))), entonces V H € We:
LV Oy eClE), Ox € HsiiIH € W, x € H'y (H,H') € Re.
1. VEx e CI(X),Ex e HsiidH' € W, x € H.

Demostracion
=) Sino valiera, H habria sido eliminado.

<) L. Mc es un refinamiento de My = (H,H’) € R2 = Oy € H.
. xeH =ExeH =A-x¢H =A-x¢H=Ey e€H.




Satisfacibilidad de K + A estda en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets — algunos lemas

Lema (Truth lemma)
Si M estd definido (con C C A(CL(X))), entonces vale:

Mc,HEp<S peH

para todo H € W¢ y todo ¢ € CI(X).




Satisfacibilidad de K 4 A estda en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets — algunos lemas

Lema (Truth lemma)
Si M estd definido (con C C A(CL(X))), entonces vale:

Mc,HEp<S peH

para todo H € W¢ y todo ¢ € CI(X).

Demostracion
@ Sale facil por induccién en ¢, usando el lema anterior.




Satisfacibilidad de K + A estda en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets — ;para qué?

Teorema

¥ es satisfacible sii existen C C A(CL(X)) y H en el dominio de
Mctalque ¥ C H.




Satisfacibilidad de K + A estda en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets — ;para qué?

Teorema

¥ es satisfacible sii existen C C A(CL(X)) y H en el dominio de
Mctalque ¥ C H.

Demostracion
<) Consecuencia directa del Truth Lemma.




Satisfacibilidad de K 4 A estda en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets — ;para qué?

Teorema

¥ es satisfacible sii existen C C A(CL(X)) y H en el dominio de
Mctalque ¥ C H.

Demostracion
<) Consecuencia directa del Truth Lemma.
=) Idea:




Satisfacibilidad de K + A esta en EXPTIME
Eliminacién de Hintikka sets — ;para qué?
Teorema

¥ es satisfacible sii existen C C A(CL(X)) y H en el dominio de
Mctalque ¥ C H.

Demostracion
<) Consecuencia directa del Truth Lemma.
=) Idea:

e Dado M,w |= %, definir H, = {¢ | M,v E ¢y ¢ € CI(2)}
y armar M’ = (W', R’, V') tal que:

W' = {H,|ve W}
R = {(HyHy) | (v,v") € R}
Vi(p) = {Ho|p€Hy}




Satisfacibilidad de K + A esta en EXPTIME
Eliminacién de Hintikka sets — ;para qué?
Teorema

¥ es satisfacible sii existen C C A(CL(X)) y H en el dominio de
Mctalque ¥ C H.

Demostracion
<) Consecuencia directa del Truth Lemma.
=) Idea:

e Dado M,w |= %, definir H, = {¢ | M,v E ¢y ¢ € CI(2)}
y armar M’ = (W', R, V') tal que:

W' = {H,|ve W}
R = {(HyHy) | (v,v") € R}
Vi(p) = {Ho|p€Hy}

o Ver quei) M’ H, |= X yii) 3C C A(CI(X))Vv, H, € Hinc(X).




Satisfacibilidad de K + A estd en EXPTIME

Eliminacién de Hintikka sets — ;para qué?
Teorema

¥ es satisfacible sii existen C C A(CL(X)) y H en el dominio de
Mctalque ¥ C H.

Demostracion

<) Consecuencia directa del Truth Lemma.
=) Idea:

e Dado M,w |= %, definir H, = {¢ | M,v E ¢y ¢ € CI(2)}
y armar M’ = (W', R, V') tal que:

W = {H,|ve W}
R" = {(Hy,Hv)|(v,v) €R}
Vi(p) = {Ho|pe€H}

o Ver quei) M’ H, |= X yii) 3C C A(CI(X))Vv, H, € Hinc(X).
o Observar que todo H, estd en Mc (suponer que hay un
minimo que fue eliminado y llegar a un absurdo)




Satisfacibilidad de K + A estda en EXPTIME

Un algoritmo deterministico basado en eliminacién de Hintikka sets

EsSat (X))

para cada C C A(CI(Y))

calcular Mc y si estd definido
para cada H en el dominio de Mg
si ¥XCH
devolver 1
devolver 0




Satisfacibilidad de K + A estd en EXPTIME

Un algoritmo deterministico basado en eliminacién de Hintikka sets

EsSat (X)

para cada C C A(CI(Y))

calcular Mc y si estd definido
para cada H en el dominio de Mg
si ¥XCH
devolver 1
devolver 0

Observaciones
@ EsSat(X) computa K + A-satisfacibilidad de X (finito).
o |A(CI(Z))| € O2Fh.
e Computar Mc y recorrer su dominio lleva O(2/*!) pasos.

o Luego, el algoritmo requiere O(2*!) pasos.
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Un algoritmo deterministico basado en eliminacién de Hintikka sets

EsSat (X)

para cada C C A(CI(Y))

calcular Mc y si estd definido
para cada H en el dominio de Mg
si ¥XCH
devolver 1
devolver 0

Observaciones
@ EsSat(X) computa K + A-satisfacibilidad de X (finito).
o |A(CI(Z))| € O2Fh.
e Computar Mc y recorrer su dominio lleva O(2/*!) pasos.

o Luego, el algoritmo requiere O(2*!) pasos.

(Serd ademas EXPTIME-completo?




